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Cuvant 1nainte

Daca gtiintele matematice sunt o piramida de stilizari, a face matematica
inseamna a invata stilizarea (modelarea) situatiilor concrete si a operatiilor efec-
tuate asupra lor. Matematica este o scoala a rigorii. Profesorii vad fondul vocatiei
lor in faptul ca invatarea matematicii are semnificatie pentru ei in masura in care
contribuie la dezvoltarea intelectuala a elevilor. Ei formeaza inteligente in sensul
propriu al termenului, le dau o structura, atunci cand ea nu este decat virtuala,
ii invata sa gandeasca riguros si sa isi utilizeze propriile capacitati.

Concursurile de matematica, dar nu numai de matematica, au in primul rand
rolul de socializare. Elevul care participa la un concurs intalneste colegi din alte
clase, de la alte gcoli, din alte localitati, din alte tari si cunoaste alti profesori.
Profesorul care merge cu elevii la un concurs cunoaste alti elevi, se intalneste
sau se reintalneste cu alti colegi si, de ce nu, cu unii din profesorii lui... Pe
de alta parte, concursurilor au rolul de a raspunde unei necesitati sufletesti a
candidatilor: Care este nivelul meu de pregatire in comparatie cu colegii mei?

Urmarind aceste idei, prof. Mariana Ursu si prof. Gheorghe Lobont, au
initiat In anul 2001, la Colegiul National ,Mihai Viteazul” din Turda, Concursul
Interjudetean de Matematica ,,Marian Tarina”. Numele concursului este dat de
Marian Tarina (1932-1992), fost elev al liceului ,,Regele Ferdinand”, actualmente
Colegiul National ,Mihai Viteazul” din Turda. Acesta a fost unul dintre marii
profesori de la Facultatea de Matematica si Informatica a Universitatii ,,Babes-
Bolyai” din Cluj-Napoca, cu multiple preocupari legate de matematica de nivel
preuniversitar si colaborator la Gazeta Matematica. In primul an concursul a
avut loc iarna si s-a adresat doar elevilor de liceu. Din anul urmator a fost extins
si la clasele de gimnaziu si s-a desfagurat in luna mai, dupa etapa nationala a
Olimpiadei de Matematica. Observand ca dupa etapa nationala a olimpiadelor
interesul elevilor pentru concursuri scade, in ultimii ani concursul s-a desfasurat
inaintea Olimpiadei Nationale de Matematica. incepénd cu anul 2007 concursul
a fost extins si pentru elevii claselor a IV-a.



8 Cuvant Inainte

Toate cele 19 editii de pana acum s-au desfagurat la Colegiul National
,Mihai Viteazul” din Turda sub atenta indrumare a directorilor: prof. Mariana
Ursu, prof. Gheorghe Lobont, prof. Alexandra Zamfir. Inca de la inceput con-
cursul s-a bucurat de un sprijin substantial din partea unor cadre didactice de
la Facultatea de Matematica si Informatica a Universitatii ,,Babes-Bolyai” din
Cluj-Napoca, In ceea ce priveste intocmirea subiectelor si coordonarea corecturii
lucrarilor participantilor. Pregedintele tuturor editiilor a fost prof. univ. dr.
Dorel 1. Duca.

Problemele propuse la cele 19 editii sunt continute in prezentele doua vo-
lume. Primul volum acopera perioada 2001-2010 iar al doilea perioada 2011-2019,
impreuna continand 640 probleme cu grad ridicat de dificultate insotite de re-
zolvari complete. Ne exprimam speranta ca aceasta lucrare este utila atat elevilor
cat gi profesorilor in procesul de pregatire pentru concursurile de matematica.



Capitolul 1

Enunturi

1.1 Editia a XI-a (6-7 mai 2011)
Clasa a IV-a

1. Aflati diferenta dintre numerele naturale a si b stiind ca ele verifica ega-
litatile
[(A44a:3):12+5]-4—26=42
[(b+7):25—8]-8+5=3T.
Gheorghe Lobont,
2. Suma a doua numere naturale este 225. Daca pe primul numar il inmultim

cu 2, iar pe al doilea 1l impartim la 2, obtinem numere egale. Care sunt numerele?
Eugenia Miron

3. In urma cu 7 ani, suma varstelor fratilor Mariei era de 9 ani. Acum suma
varstelor fratilor ei este 37 ani. Cati frati are Maria?
Ioan Groza

4. La concursul de matematica si informatica ,,Marian Tarina”, editia a
X-a, au participat 272 elevi, dintre care 258 au rezolvat prima problema, 250 au
rezolvat a doua problema, 163 au rezolvat a treia problema si 149 au rezolvat a
patra problema. Aratati ca cel putin patru elevi au rezolvat toate problemele.

Vasile Serdean

Clasa a V-a

1. Determinati toate numerele naturale abed cu proprietatea ca
ab—ba =36 si dc+cd=33.

Monica Fodor
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2. Fie numarul A = 91992999399994 ...999...92006.
a) Calculati suma cifrelor numarului A.
b) Care este cifra de pe locul 1087
c¢) Determinati cate cifre de 9 contine numarul A.
Toan Groza, Cristian Pop

3. Suma a trei numere naturale este 349. impér‘gind primul numar la al doilea
obtinem catul 4 si restul 5, iar impartind al doilea numar la al treilea obtinem
catul 7 si restul 4. Sa se afle numerele.

Gheorghe Lobont, Lucia lepure

4. Se considera 10 numere naturale nenule (nu neaparat diferite) si calcu-
lam toate sumele posibile formate din cate 9 dintre aceste numere si obtinem:
83,84,85,...,90,91 (sumele care se repeta le scriem o singura data). Aflati cele
10 numere.

Vasile Serdean

Clasa a VI-a

1. Fie x,y, z trei numere intregi pozitive cu proprietatea ca primele doua sunt
direct proportionale cu 2 si 3, iar ultimele doua sunt invers proportionale cu 1/2
si 1/5. Studiati daca produsul lor este cub perfect, cind suma numerelor este
100.

Monica Fodor, Ancuta Nechita

2. a) Fie

x=1+2+2%4 . . 422011
y=1+3+3>+...+3%01
z=14+10+10%+... 4+ 10211,

Scrieti in ordine crescitoare numerele 9z + 1, (2y + 1)? si (z + 1)3.

b) Sa se arate ca fractia este ireductibila oricare ar fi ¢ € N.

c
3c+95
Vasile Serdean, Monica Fodor

3. Pe o dreapta d se considera punctele A, B, C, D (in aceasta ordine), astfel
incat (AB) = (CB) = (CD). Fie E un punct exterior dreptei d, astfel incat
EAD = EDA. In triunghiul ED A se construiesc medianele (AF) (F € (ED)) si
(DP) (P € (AE)). Sa se arate ca:

a) E apartine mediatoarei segmentului (BC);
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b) (AF) = (DP);
c) APB = DFC;
d) PBE = FCE.

4. Se considera triunghiul ABC dreptunghic in A si naltimea AD, D €
(BC). Fie (BE bisectoarea unghiului B. Daca AD N BE = {T'}, TE = 6 cm si
DT = 3 cm, calculati masura unghiului C.

Vasile Serdean, Camelia Magdasg

Clasa a VII-a

1. a) Daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, aratati ca
(a® 4+ 1)(b® + 1)(c* + 1) > Sabe.
b) Utilizand eventual punctul a), demonstrati ca:

(a? +1)(a3 +1)...(a2 +1)>2" dacd ajas...a, = 1.

2. Sa se arate ca

R SR S 2 . 2
671 ' 672 7 2011 1-2 0 2-3-4 7 2009-2010- 2011

Vasile Serdean

3. In triunghiul ABC' se considera punctul D pe segmentul (BC). Fie E si
F simetricele punctului D fatd de dreptele AB respectiv AC.

a) Demonstrati ca m(EAF) este constanta oricare ar fi pozitia punctului D
pe latura (BC).

b) Determinati pozitia punctului D pe segmentul (BC') astfel incat perimetrul
triunghiului AEF sa fie minim.

c) Aratati ca EF < 2AD.

d) Care este pozitia punctului D pe (BC) astfel incat AD 1 EF?

Ioan Groza, Lucia Iepure

4. Se considera punctul M in interiorul triunghiului echilateral ABC si

P, L, K proiectiile sale pe (AB), (BC), respectiv (AC). Calculati aria triunghiului
ABC sgtiind ca AP =8, BL=12¢i CK =T.

Vasile Jerdean, Gheorghe Lobont
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Clasa a VIII-a

1. Fie a,b € R, z € [0,3a] si y € [0,2b]. Demonstrati ca are loc inegalitatea:

2 20 3y’ 2, 12
(x—y)*+ F) < 13(a” + b%).

Stefania Mustea, Monica Fodor

2. a) Stiind cd 2% — 32y? = 10 si y> — 322y = 198, calculati 22 + y2.

b) Sa se determine cifra n din numarul x = 1,n12 care are proprietatea ca
2d(x) + x = 2,488, unde d(z) noteaza distanta de la z la cel mai apropiat numar
intreg fata de .

Vasile Serdean, Dorel 1. Duca

3. Cubul ABCDA'B'C’'D’ are muchia de lungime a. Calculati:
a) distanta de la punctul B la dreapta A’D
b) cosinusul unghiului format de planele (O’AC) si (O’AB) unde

{0'}y = AC' N BD;

¢) distanta de la punctul A la planul (O’BC);
d) aria sectiunii determinata in cub de planul (O’'BC).
Monica Fodor, Ioan Groza

4. O piramida triunghiulara VABC are aria bazei ABC egala cu 16. Fetele
laterale VAB, VAC, VBC au respectiv ariile 10, 10, 12 si fac acelasi unghi cu
planul bazei. Sa se calculeze volumul piramidei VABC.

Vasile Serdean, Cristian Pop

Clasa a IX-a

1. Fie n > 1 un numar natural.
a) Aratati ca restul impartirii lui 445" 1a 5" este 1.
b) Aratati ca dacad numarul natural m > 1 are proprietatea ca restul impartirii
lui m> la 5" este 1, atunci restul impartirii lui m la 57! este 1.
Dorel 1. Duca

2. Fie ABC un triunghi oarecare. Bisectoarele exterioare ale unghiurilor A
B respectiv C se intersecteazs dous cate dous in punctele A’, B’ respectiv C'.
(A si A" sunt separate de dreapta BC, B si B’ sunt separate de dreapta C' A, C' si



Capitolul 2
Solutii

2.1 Editia a XI-a (6-7 mai 2011)
Clasa a IV-a

1. Aflati diferenta dintre numerele naturale a $i b stiind ca ele verifica ega-
litatile
[(A4a:3):1245]-4—26 =42
[(b+7):25—8]-8+5=3T.
Gheorghe Lobont
Solutie. Prima egalitate devine [(4 +a : 3) : 12+ 5] - 4 = 42 + 26 sau
[(44a:3):1245] =68:4 adica (44+a:3):12=17—5decid+a:3=12-12.

Urmeaza ca a = 420.
A doua egalitate devine [(b+7) :25—-8]-8=32< (b+7):25-8=14

S (b+7):25=12<b+7=300< b=293.
Urmeaza ca a — b = 420 — 293 = 127.

2. Suma a doud numere naturale este 225. Dacd pe primul numdar il inmulfim
cu 2, iar pe al doilea il impartim la 2, obtinem numere egale. Care sunt numerele?
FEugenia Miron

Solutie. Avem a + b = 225 i 4a = b. Deci 5a = 225. Asadar a = 45 si
b = 180.

3. In urma cu 7 ani, suma varstelor fratilor Mariei era de 9 ani. Acum suma
varstelor fratilor ei este 37 ani. Cati frati are Maria?
Ioan Groza
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Solutie. 37 — 9 = 28 reprezinta numarul fratilor inmultit cu 7 ani. Atunci
28 : 7 = 4 este numarul fratilor Mariei.

4. La concursul de matematica si informatica ,Marian Tarind”, edilia a
X-a, au participat 272 elevi, dintre care 258 au rezolvat prima problema, 250 au
rezolvat a doua problema, 163 au rezolvat a treia problema si 149 au rezolvat a
patra problema. Ardtafi ca cel putin patru elevi au rezolvat toate problemele.

Vasile Serdean

Solutie. Prima problema nu au rezolvat-o: 272 — 248 = 14 elevi.
A doua problema nu au rezolvat-o: 272 — 250 = 22 elevi.
A treia problema nu au rezolvat-o: 272 — 163 = 109 elevi.
A patra problema nu au rezolvat-o: 272 — 149 = 123 elevi.
Avem nerezolvate: 14 + 22 + 109 + 123 = 268 probleme.
Cum au fost 272 elevi, rezulta ca cel putin 4 elevi au rezolvat toate problemele.

Clasa a V-a

1. Determinati toate numerele naturale abed cu proprietatea ca
ab—ba =36 si dc+ cd=33.
Monica Fodor

Solutie. Avem ab —ba=9(a—b) = 9a—-b)=36=>a—-b=4=a=0b+4
gsidet+cd=11(d+c)=11(d+c)=33=d+c=3=d=3—c.

Deoarece a, b, c,d € {1,2,...,9} urmeaza ca:

Pentru b € {5,4,3,2,1} = a € {9,8,7,6,5} = ab € {95,84,73,62,51}.

Pentru c € {1,2} = d € {2,1} = cd € {12,21}.

Concluzie: abed € {9512,9521, 8412, 8421, 7312, 7321, 6212, 6221, 5112, 5121}

2. Fie numarul A = 91992999399994 . ..999...92006.
a) Calculati suma cifrelor numdrului A.
b) Care este cifra de pe locul 108%
¢) Determinati cate cifre de 9 contine numdrul A.
Ioan Groza, Cristian Pop

Solutie. a) Avem

94+1=10,2-942=20, 3-94+3=30,...,9-2006 + 2006 = 20060
si atunci S = 10+ 20 + ... 4+ 20060 = 2007 - 10030 = 20130210.

b) Deoarece 91 are 2 cifre, 992 are 3 cifre,..., 99...99 are 10 cifre, 99...910
are 12 cifre, 99...911 are 13 crifre, 99...912 are 14 cifre, 99...913 are 15 cifre.



Capitolul 2. Solutii 73

Cum2+4+3+4+5+64+7+8+9+10+ 12413 + 14+ 15 = 108
urmeaza ca cifra de pe locul 108 este 3.
¢) Numarul A contine 1 + 2+ 3+ ...+ 2006 = 1003 - 2007 cifre.

3. Suma a trei numere naturale este 349. fmpdr}find primul numar la al doilea
obtinem catul 4 si restul 5, tar tmpartind al doilea numar la al treilea obtinem
catul 7 gi restul 4. Sa se afle numerele.

Gheorghe Lobont, Lucia Iepure

Solutie. Fie a,b,c cele 3 numere. Atunci a + b+ ¢ = 349, a = 4b + 5,
b="Tc+4. Rezulta c =9, b =67, a = 273.

4. Se considera 10 numere naturale nenule (nu neaparat diferite) si calcu-
lam toate sumele posibile formate din cate 9 dintre aceste numere si obtinem:
83,84,85,...,90,91 (sumele care se repeta le scriem o singurd data). Aflati cele
10 numere.

Vasile Serdean

Solutie. Fie x1,xo,..., 210 numerele, cu 1 <z < ... < w19 si

S=x1+x9+ ...+ T10.

Sumele obtinute sunt printre numerele S — 1,5 — xs,...,5 — x19 care au suma
10S — (1 + 22 + ... + ®1p) = 105 — § = 9S. Fiindca sunt numai nouad sume
(83,84,...,91) rezulta ca printre numerele S — 1, S — 9, ..., S —x19 se afla doua

numere identice. Fie acestea . Atunci
r+83+84+...491=9S=2+87-9=95 = =9(S —87).

Sumele fiind de la 83 la 91 = S = 97. Atunci z = 9(97 — 87) = 9-10 = 90 si
deci numerele sunt: 97 — 83, 97 — 94, ..., 97 — 90, 97 — 90, 97 — 91. Asadar cele
10 numere sunt 14,13,12,11,10,9,8,7,7,6.

Clasa a VI-a

1. Fie z,y, z tret numere intregi pozitive cu proprietatea ca primele doua sunt
direct proportionale cu 2 gi 3, iar ultimele doud sunt invers proportionale cu 1/2
st 1/5. Studiati daca produsul lor este cub perfect, cand suma numerelor este
100.

Monica Fodor, Ancuta Nechita
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1
Solutie. Avem T % siy-—=z2-

1 Y z  xty+z
2 2 5

LIy _z _whute
4 6 15 25
Sz-y-2=4-6-4-15-4=29.32.5=(2%)3.3%.5.

Concluzie: nu este cub perfect.

2. a) Fie

r=1+2+42%4. . 422011
y=1+3+3>+...+3%01
z=1+10+10%+ ...+ 1021,

Scrieti in ordine crescatoare numerele 9z + 1, (2y 4+ 1)? si (z +1)3.

b) Sa se arate ca fractia este ireductibila oricare ar fi ¢ € N.

c+
3c+5
Vasile Serdean, Monica Fodor

Solutie. a) Avem z = 22012 — 1 = (1 + )3 = (23)2912 = 82012, Cum

32012 _ |
Y = T = (Qy + 1)2 = (32)2012 — 92012.
102012 o
Deoarece z = ——— rezulta 1 + 9z = 102012,

Concluzie: 82012 < 92012 102012 = 2 < ¢ < 2.
b) Fie d divizor comun al numaratorului si al numitorului = d | 5¢ + 8
=d|3(5c+8);d]|3c+5=d|5Bc+5)=d|305c+8)—53c+5)=4d]|1.
Concluzie: Fractia este ireductibila.

3. Pe o dreapta d se considera punctele A, B,C, D (in aceasta ordine), astfel
incit (AB) = (CB) = (CD). Fie E un punct exterior dreptei d, astfel incat
EAD = EDA. In triunghiul EDA se construiesc medianele (AF) (F € (ED))
si (DP) (P € (AE)). Sa se arate ca:

a) E apartine mediatoarei segmentului (BC);

b) (AF) = (DP);

—_—

¢) APB = DFC,
d) PBE = FCE.

Solutie. a) Din EAD = EDA deducem ci AEAD este isoscel.
Atunci mediana (EM) (M € AD) este si mediatoare si inaltime si bisectoare,
deci EM 1 AD, (AM) = (DM). Acum din faptul ca (AB) = (CD), deducem ca



